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CONCURRENT PROCESS UP TO HOMOTOPY (I)
PHILIPPE GAUCHER
Abstract. Les CW-complexes globulaires et les flots sont deux mode´lisations
ge´ome´triques des automates paralle`les qui permettent de formaliser la notion
de dihomotopie. La dihomotopie est une relation d’e´quivalence sur les auto-
mates paralle`les qui pre´serve des proprie´te´s informatiques comme la pre´sence
ou non de deadlock. On construit un plongement des CW-complexes globu-
laires dans les flots et on de´montre que deux CW-complexes globulaires sont
dihomotopes si et seulement si les flots associe´s sont dihomotopes.
Globular CW-complexes and flows are both geometric models of concurrent
processes which allow to model in a precise way the notion of dihomotopy. Di-
homotopy is an equivalence relation which preserves computer-scientific prop-
erties like the presence or not of deadlock. One constructs an embedding
from globular CW-complexes to flows and one proves that two globular CW-
complexes are dihomotopic if and only if the corresponding flows are dihomo-
topic.
1. Rappels sur les CW-complexes globulaires
Cette note est la premie`re de deux notes pre´sentant quelques re´sultats de [3].
Tous les espaces topologiques sont suppose´s faiblement se´pare´s et compactement
engendre´s, c’est-a`-dire dans ce cas home´omorphes a` la limite inductive de leurs
sous-espaces compacts (cf. l’appendice de [6] pour un survol des proprie´te´s de ces
espaces). On travaille ainsi dans une cate´gorie d’espaces topologiques (note´e Top)
qui est non seulement comple`te et cocomple`te mais en plus carte´siennement ferme´e
[8]. En d’autres termes, le foncteur − × X : Top → Top a un adjoint a` droite
TOP(X,−). Dans la suite, pour n > 1, Dn est le disque ferme´ de dimension n et
Sn−1 est le bord de Dn, a` savoir la sphe`re de dimension n − 1. En particulier la
sphe`re de dimension 0 est la paire {−1,+1}.
Si Z est un espace topologique non vide, on note Globtop(Z) l’espace topologique
obtenu en partant de Z × [0, 1] et en quotientant par les relations (z, 0) = (z′, 0) et
(z, 1) = (z′, 1) pour tout z, z′ ∈ Z. Cet espace est muni de l’ordre partiel suivant
: (z, t) 6 (z′, t′) si et seulement si z = z′ et t 6 t′. La classe d’e´quivalence de
(z, 0) (resp. (z, 1)) est infe´rieure (resp. supe´rieure) a` tous les points de Globtop(Z).
Le 0-squelette Globtop(Z)0 de Globtop(Z) sera la paire constitue´e de la classe de
(z, 0) et de celle de (z, 1). On pose
−→
I = Globtop({∗}) qui a donc pour 0-squelette
{(∗, 0), (∗, 1)}.
Un CW-complexe globulaire X est, par de´finition, obtenu comme limite inductive
lim
−→n
X1n d’espaces topologiques de la fac¸on suivante. On part d’un espace discret
X0 appele´ le 0-squelette et on commence par lui attacher des
−→
I pour obtenir un
premier espace topologique X10 . Puis on suppose X
1
n construit pour n > 0. On
obtient alors X1n+1 en attachant a` X
1
n des Glob
top(Dn+1) le long de Globtop(Sn).
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Figure 1. Repre´sentation symbolique de Globtop (X) pour un es-
pace topologique X
Tout cela de telle fac¸on que les attachements des
−→
I et les morphismes d’attachement
Globtop(Sn) → X1n soient des morphismes de CW-complexes globulaires (cf. ci-
dessous).
Un chemin d’exe´cution γ :
−→
I → X est une application continue localement
croissante pour l’ordre partiel de´fini sur chaque globe de X et telle que γ(
−→
I 0) ⊂
X0. L’ensemble de ces γ non-constants est note´ Ptop(X). Un morphisme de CW-
complexes globulaires f : X → Y pour X et Y quelconques est une application
continue telle que f(X0) ⊂ Y 0 et telle que γ 7→ f ◦ γ induise une application de
P
top(X) dans Ptop(Y ). L’hypothe`se de non-contractibilite´ des chemins d’exe´cution
par f , qui peut paraˆitre e´trange en premie`re lecture, est en fait essentielle pour
pouvoir faire certaines constructions homologiques : cf. par exemple le chapitre
”why non-contracting maps ?” de [4] ou bien [2].
De´finition 1.1. [4] Deux morphismes de CW-complexes globulaires f et g de X
dans Y sont S-homotopes s’il existe une application continue H : X × [0, 1] → Y
telle que
(1) H(−, u) est un morphisme de CW-complexes globulaires de X dans Y pour
tout u ∈ [0, 1]
(2) H(−, 0) = f et H(−, 1) = g
On e´crit f ∼S g.
En particulier deux morphismes de CW-complexes globulaires S-homotopes co¨ın-
cident sur le 0-squelette. De la` on de´finit la notion de CW-complexes globulaires
S-homotopes :
De´finition 1.2. [4] Deux CW-complexes globulaires X et Y sont S-homotopes s’il
existe un morphisme de CW-complexes globulaires f : X → Y et un morphisme de
CW-complexes globulaires g : Y → X telle que f ◦ g ∼S IdY et g ◦ f ∼S IdX .
De´finition 1.3. [4] Une T-homotopie f : X → Y est un morphisme de CW-
complexes globulaires qui induit un home´omorphisme entre les espaces topologiques
sous-jacents. On dit alors que X et Y sont T-homotopes.
On peut alors de´montrer le
The´ore`me 1.4. [4] La localisation Ho(glTop) de la cate´gorie glTop des CW-
complexes globulaires par rapport aux S-homotopies et aux T-homotopies existe.
La forme de globe suffit pour mode´liser les automates paralle`les [7]. De plus
la S-homotopie et la T-homotopie ne modifient pas des proprie´te´s informatiques
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comme la pre´sence ou non de deadlock [4]. La cate´gorie Ho(glTop) est donc un
cadre possible pour l’e´tude des automates paralle`les a` homotopie pre`s.
2. Flot
De´finition 2.1. [3] Un flot X consiste en la donne´e d’un ensemble X0 appele´ 0-
squelette, d’un espace topologique PX appele´ espace des chemins d’exe´cution (non-
constants), de deux applications continues s : PX → X0 et t : PX → X0 (X0
e´tant muni de la topologie discre`te) et d’une application continue ∗ : {(x, y) ∈
PX×PX, t(x) = s(y)} → PX satisfaisant les axiomes s(x∗y) = s(x), t(x∗y) = t(y)
et enfin x∗(y∗z) = (x∗y)∗z pour tout x, y, z ∈ PX. Un morphisme de flots f de X
vers Y est une application continue de X0⊔PX vers Y 0⊔PY tels que f(X0) ⊂ Y 0,
f(PX) ⊂ PY , s(f(x)) = f(s(x)), t(f(x)) = f(t(x)), f(x ∗ y) = f(x) ∗ f(y). La
cate´gorie correspondante est note´e Flow.
Si Z est un espace topologique, le flotGlob(Z) est de´fini comme suit : PGlob(Z) =
Z, Glob(Z)0 = {0, 1}, et enfin s = 0 et t = 1 (il n’y a pas de chemins d’exe´cution
composables).
De´finition 2.2. [3] Deux morphismes de flots f et g de X dans Y sont S-homotopes
s’il existe une application continue H : X × [0, 1]→ Y telle que
(1) H(−, u) est un morphisme de flots de X dans Y pour tout u ∈ [0, 1]
(2) H(−, 0) = f et H(−, 1) = g
On e´crit f ∼S g.
On remarque que deux morphismes de flots S-homotopes co¨ıncident sur le 0-
squelette.
De´finition 2.3. [3] Deux flots X et Y sont S-homotopes s’il existe un morphisme
de flots f : X → Y et un morphisme de flots g : Y → X tels que f ◦ g ∼S IdY et
g ◦ f ∼S IdX .
De´finition 2.4. [3] Soit X un flot et soit Y un sous-ensemble de X0. La restriction
X ↾Y de X a` Y est le flot de´fini par
(1) le 0-squelette de X ↾Y est Y
(2) P(X ↾Y ) =
⊔
(α,β)∈Y×Y Pα,βX avec une de´finition e´vidente des source, but
et loi de composition.
Si X est un flot, l’ensemble P−αX (resp. P
+
αX) est, dans la de´finition qui suit,
l’ensemble des γ ∈ PX tels que s(γ) = α (resp. t(γ) = α) quotiente´ par la relation
d’e´quivalence identifiant γ avec γ∗γ′ (resp. γ′∗γ et γ). C’est-a`-dire que P−αX (resp.
P
+
αX) est l’ensemble des classes d’e´quivalence de chemins d’exe´cution non-constants
commenc¸ant (resp. terminant) de la meˆme fac¸on en α.
De´finition 2.5. [3] Un morphisme de flots f : X → Y est une T-dihomotopie
quand
(1) Le morphisme de flots X → X ↾f(X0) est un isomorphisme de flots
(2) pour α ∈ Y 0\f(X0), P−αY et P
+
αY sont des singletons
(3) pour tout γ ∈ Y \f(X), il existe u, v ∈ Y tels que u ∗ γ ∗ v soit dans l’image
f(X) (avec les conventions s(x) ∗ x = x ∗ t(x) = x).
On dit alors que les flots X et Y sont T-dihomotopes.
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3. Comparaison entre CW-complexe globulaire et flot
The´ore`me 3.1. [3] Il existe un et un seul foncteur cat (appele´ re´alisation cate´gori-
que) de glTop dans Flow tel que cat(X0) = cat(X)0, cat(Globtop(Z)) = Glob(Z),
et cat(X) = lim
−→Z
Glob(Z) ou` Z parcourt la de´composition cellulaire du CW-comple-
xe globulaire X.
Si X est un espace discret, on pose naturellement cat(X) := X . Si Z est un
compact, on pose naturellement cat(Globtop(Z)) := Glob(Z). Puis on de´finit le
plongement sur les objets en posant cat(X) := lim
−→Z
Glob(Z) ou` Z parcourt la
de´composition cellulaire deX . Le plongement sur les morphismes est obtenu comme
suit. On construit d’abord explicitement pour tout morphisme de CW-complexes
globulaires f : Globtop(Z) → U le morphisme de flots cat(f) : Glob(Z) → cat(U).
Puis on pose pour f : X → U un morphisme de CW-complexes globulaires quel-
conque cat(f) := lim
−→Z
cat(f ↾Globtop(Z)) ou` Z parcourt la de´composition cellu-
laire de X . On a donc par construction la bijection Flow(cat(X), cat(U)) ∼=
lim
←−n
Flow(cat(X1n), cat(U)).
The´ore`me 3.2. [3] Soit glTOP(X,U) (resp. FLOW(cat(X), cat(U))) l’espace
des morphismes de CW-complexes globulaires de X vers U (resp. de flots de
cat(X) vers cat(U)) muni de la Kelleyfication de la topologie induite par celle de
TOP(X,U) (resp. TOP(cat(X), cat(U))). Alors cat induit une homotopie faible
cat∗ : glTOP(X,U)→ FLOW(cat(X), cat(U)).
De plus il existe une application continue r de
FLOW(cat(X), cat(U))
dans glTOP(X,U) telle que cat∗ ◦ r = IdFLOW(cat(X),cat(U)).
Conside´rons d’abord le cas X = Globtop(Z). La construction de r se fait alors
explicitement et on de´montre que c’est un inverse homotopique de cat∗. Cela est
essentiellement duˆ au fait que par un point donne´ de Globtop(Z) autre que les deux
points du 0-squelette, il ne passe qu’un et un seul chemin d’exe´cution non-constant
(a` reparame´trisation pre`s).
On obtient alors r par ite´ration sur la de´composition cellulaire de X . De plus
avec [1] ou [5], on en de´duit que holim
←−−−n
glTOP(X1n, U) est faiblement homotope a`
holim
←−−−n
FLOW(cat(X1n), cat(U)).
On montre ensuite que les deux tours d’espaces donnant les deux limites pro-
jectives homotopiques sont des tours fibrantes, a` savoir que toutes les applications
apparaissant dans ces tours sont des fibrations d’espaces topologiques. Cela est
essentiellement duˆ au fait que les inclusions Sn−1 →֒ Dn et donc Globtop(Sn−1) →֒
Globtop(Dn) sont des cofibrations [9]. On en de´duit donc, encore graˆce a` [1] ou [5],
les e´quivalences d’homotopie faible lim
←−n
glTOP(X1n, U)
∼= holim←−−−n
glTOP(X1n, U)
et lim
←−n
FLOW(cat(X1n), cat(U))
∼= holim←−−−n
FLOW(cat(X1n), cat(U)). Le re´sultat
de´coule alors des home´omorphismes
glTOP(X,U) ∼= lim←−
n
glTOP(X1n, U)
et
FLOW(cat(X), cat(U)) ∼= lim←−
n
FLOW(cat(X1n), cat(U)).
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The´ore`me 3.3. [3] Deux CW-complexes globulaires X et Y sont S-homotopes si
et seulement si les flots cat(X) et cat(Y ) sont S-homotopes.
Les espaces topologiques glTOP(X,U) et FLOW(cat(X), cat(U)) sont faible-
ment homotopes, et ont donc les meˆmes composantes connexes par arc. Comme on
travaille dans une cate´gorie d’espaces topologiques qui est carte´siennement ferme´e,
une composante connexe par arc de glTOP(X,U) (resp. FLOW(cat(X), cat(U)))
est une classe de S-homotopie de morphismes de CW-complexes globulaires (resp.
de flots). Le re´sultat de´coule alors de la surjectivite´ de l’application cat∗.
Enfin on a aussi :
The´ore`me 3.4. [3] Deux CW-complexes globulaires X et Y sont T-homotopes si
et seulement si les flots cat(X) et cat(Y ) sont T-homotopes.
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